DEMONSTRATIONS - THEORIE DE LA MESURE

1. DEMONSTRATIONS
Proposition 1. L’image d’une tribu est-elle une tribu? Qu’en est il de 'image réciproque 7

Démonstration. L’image d’une tribu n’est généralement pas une tribu. On peut pour s’en convaincre
considérer une fonction constante dont I'image est un singleton sur ’espace d’arrivée.

L’image réciproque d’une tribu est une tribu.

Soit X un espace quelconque, (Y, %) un espace mesurable et f : X — Y une application quel-
conque. Montrons que f~1(%) est une tribu sur X.

— [7Y0) = @donc@ef L(%)
— Soit A € f7Y%), IC € € tel que A = f~1(C). € est une tribu donc C¢ € ¢ et donc
4= (f(C)) = fHC) € f()
— Soit (A,)nen une suite sur f~1(%). OnavneN 30, €%, A,=f"1YC,).
Donc U,en An = Unen f7(Cn) = 7 (U,en Cn) € f1H(%) puisque € est une tribu.
Donc f~1(%) est une tribu sur X appelée tribu réciproque. O

Proposition 2. Montrer quesi f : (X, &) — (Y, %) avec € = o(&) vérifieVC € & f~1C) e o
alors f est (&, %)-mesurable.

Démonstration. On s’appuie sur les 3 lemmes suivants :
Lemme 1 : L’image réciproque d’une tribu est une tribu. (cf.
Lemme 2 : ¢ ={C CY, f~1(C) € &/} est une tribu sur Y :
— QeYet f[FHO)=0€ & donc D €€
— Soit C €€, f71(C°) = (f~1C))* = f~1(C°) € & donc C¢ € ¥
— Soit (Cy)nen une suite sur €. f~H(U,en Cn) = Upen fH(Cr) € &
donc % est une tribu sur Y appelée tribu induite de < par f.
Lemme 3 : f~Y(o(&)) = a(f7H&)),VE € 2(Y) :
C Soit € ={CCY,f1C)ea(f (&)}
% est une tribu sur X comme tribu réciproque (Lemme 1) d’une tribu induite (Lemme 2).
Montrons que £~} ((&)) C f~1(C) € o(f~1(&))
% est une tribu contenant & donc (&) C € et donc f~(a(&)) C fF~1(E)
Par définition de ¢, VC € ¢, f~1(C) € o(f~1(&)) donc f~1E) € o(f1(&))
done f7H(o(&)) S o(f71(£))
D & Co(&) donc fHE) C fHa(&)) or f1(a(&)) est une tribu sur X (Lemme 1)
done o(f1(&)) C fH(e(&))
done £} (o(&)) = o(f~1(&))

Soit C' € €, montrons que f~1(C) € .
C € 0(&) donec f~HC) € f~Ho (&) =a(f~H&E)) (Lemme 3).
Par hypothese f~1(&) C & et & est une tribu donc o(f~1(&)) C .
i.e f71(C) € & donc f est (o, %)-mesurable. O

Proposition 3. Soit f = (fi, f2) une application de (X, /) dans (R?, #(R?)).
Montrer que f est mesurable ssi f; et fo le sont.

Démonstration. =  Supposons que f soit mesurable.

Soit 7y : (w1, 2) + 1 et m : (21, 72) — To les projections canoniques de R? dans R.

Elles sont canoniques donc boréliennes, et par composition, fi = m o f et fo = w9 o f sont
boréliennes.

< Supposons que fi et fo soient mesurables.

BR2) = o(0(R) et O(R?) = {U,e, Ui x Vi, Ui, Vi € O(R)}

Donc Z(R?) = c({U x V,U,V € O(R)}).

Soient U,V € O(R)
fFAlUOxV)={ze X, f(x) eUxV}i={z € X, fi(z) €U, folx) eV} = f~HU) N f~1(V) avec
AU ed et f7HY(V) e .

Donc f est mesurable. |
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Proposition 4. Soit (f,,)nen une suite de fonctions mesurable de (X, .«7) dans (R, Z(R)).
Montrer que sup f,, et lim sup f, sont mesurables. Si (f,) converge simplement vers f alors f est
n n

mesurable.

Démonstration. B(R) = o(O(R)) = o({]a,+o0[,a € R}).
Soit @ € R, on a

{Slrlzpfn >a}:{x€X,s1711pfn(m) >at={zeX,IneN,f,(z) >a} = U{fn(x) >a} €A

neN
donc sup f, est mesurable. De facon analogue, inf f,, 'est aussi.
n n
lim sup f, = inf (sup fn> mesurable.
n neN k>n
Si (f,) converge simplement vers f alors lim sup f,, = lim inf f,, = f donc f est mesurable. O
n n

Proposition 5. Lemme fondamental d’approximation des fonctions mesurables positives.
Soit f: (X, %) — K borélienne.
— il existe une suite (¢,,) de fonctions étagées telle que (¢,,) converge simplement vers f.
— sl f est positive ou nulle, on peut choisir (¢, ) croissante et positive.
— 81 f est bornée, il existe (¢,,) convergeant uniformément vers f.

Démonstration. Soit () une suite de réels décroissante de limite nulle, avec ¥n € N, - € N.

Soit n € N, on pose Vz € X, p,(z) = L%i)jan si f(z) <n et p,(z) =n sinon.
On pose B, = {z € X, pn(z) = kay,} = f~ ([kan, (k+ 1)ay]) € o
et By oo = {2 € X, pn(x) =n} = fH[n,+o0|) € &

On a donc
no_

@n(‘r) = Z kanlEn,k(x) + n1E7z,+oc (.’L‘)
k=1

et donc Vn € N, ¢,, est une fonction étagée.
Montrons désormais la convergence simple :
Soit NeN,ze {f<N}.OnaVneN:

0. f(@) = pn(@) < an et @y —— 0 done (pa(e)) —— ()

Donc Yz € {f < +oo} = U,en{f < N}, (¢n(2)) P f(z).
Soit x € {f = 400}, Vn € N, () an‘FOO:f(x)

Donc pour tout z € X, (¢n(z)) converge simplement vers f(x).
Pour obtenir la croissance de (i,,) il faut choisir un «,, tel que a‘)‘—il € N. o, = 27" convient.

Si f est bornée alors AM € R,Vz € X,0 < f(z) < M, donc Vn > M, {f>n}=0
donc Vr € X,0 < f(z) — ¢n(x) < ap o 0 donc (pp) converge uniformément vers f. O
n—-+0o0o

Proposition 6. Démontrer les propriétés de continuité séquentielle croissante et décroissante ainsi
que la o-sous-additivité d’une mesure positive.

Démonstration. (Continuité séquentielle croissante)
Soit (Ay) une suite croissante de </, montrons que g <L7J An> = ngrfoo w(Ay)
On pose By = Ag et Vn € N, B,, = A, \A,—1.
On a donc que les B,, sont disjoints 2 & 2 et que kLnJ1 B, =A, = kLnJl Ay et UB, = Ax.
= = n n
n

done (U 4,) = w(U B) = 55 w(B) = lim S5 n(B) = lim () Ba) = lim_p(A,).

—+oco k=1 n—-+oo k—1 n—-+oo
(Continuité séquentielle décroissante)
Soit (A,) une suite décroissante de o/, montrons que si Ing € N, p(A4,,) < 400, alors

p(NAn) = lim p(Ay)
n n—+4o00
On pose A =[] An, supposons qu’il existe ng € N tel que p(Ay,) < +o00

Any = Ao U (An\Ao) et
(Ano\AOO) = Ano N Ago = Ano N (ﬂ An)c = Ano n (U A%) = U(Ano N A%)

Or (A,, NAS) est croissante donc p(|J(An, NAS)) = t(Any \Aso) = Erf p(Ap, NAS)
1(Ass) < 400 done (A, \Asc) = HEIEOON(AM\AH) = ngrfoo(:u((Ano) = 1(An))
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Or Vn > ng, A, C A, donc p(4,) < +oo
done p1(An,\A) = p1(An,) — nll)rfoo 1(An) = p(Any) — 1(Aso)
done u(As) = lim p(A,).

n—+o00
(o-sous-additivité)
Soit (Ay) un suite de o7, montrons que p(|JA4,) < > pu(A4n)
n n

n—1
On pose BO = Ao,Bl = Al\Ao, o .,Bn = An\ U Ak.
k=0

n
les B, sont disjoints 2 & 2 et |J By = A4,, donc |UB, =J A4, et B, C A4,

n

done jU An) = U B) = 52 p(By) < X ) 0

Proposition 7. Démonstration du Lemme de Fatou.
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives alors :

< A < Tim <
0< fnll)riloo inf f,du < nllgloo inf [ fdp < 400
Démonstration. On considere la suite ¢, = ’igf fe,onav¥Vn eN, o, € Ay et p, < Ppi1.

>n

. lim i s Tevi I o _ i inf

ngr—&l-loo pn = lim inf f,,, d’apres Beppo-Levi, n_l}I_iI_loof Ondp fn_lg_loo Ondit fnll)riloo inf f,du

Vk > n,pn < fi, donc [ @ndp < [ frdp et donc [ p,du < égf [ frdp
donc nEIJrrloofcpndu < lim inf [ frdp = ngrfoo inf [ fndp O

n—+oo k>n
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